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Uvod

Matematika je velmi Casto spolecnosti povazovana za védni obor, ktery je vice
abstraktni a teoreticky, nez prakticky. Mnohdy se setkavame s tim, ze zaci a studenti
naprosto presn¢ vi, jakym postupem vypocitat uréity ptiklad. Co ovSem velké ¢asti z nich
unikd, je vyznam vysledku, ke kterému se dopocitaji. Studenti netusi, jestli vysledek
daného ptikladu predstavuje mnozstvi, délku, obvod, obsah, objem ¢i funkéni hodnotu
dané funkce. Tento problém muze byt zpisoben nedostatecnym vysvétlenim vyznamu
Vv praxi.

Kuptikladu ucivo matematiky je od uciva fyziky na stfednich Skolach /
gymnaziich bohuzel v obrovské mife stale separovano. Jen ziidka se objevuji pfipady,
kdy je studentiim ukazana provazanost t€chto dvou pfedméti. Na zakladé této skute¢nosti
jsem se rozhodla vybrat si u¢ivo matematické analyzy a zpracovat svou bakalafskou préci
na téma Derivace a urcity integral jedné proménné, kde se zaméfim pravé na vyuziti
zminénych matematickych operaci ve fyzice pii rovnomérném pohybu.

Rovnomérny pohyb je standardné ucivem prvniho roéniku stfednich kol /
gymnazii, derivace jsou naopak Casto uc¢ivem ctvrtého ro¢niku nebo dokonce pouze
seminait, kde se vyucuji zaklady vysokoskolské matematiky.

Hlavnim cilem mé bakalaiské prace je poukazat na jedno z moznych propojeni
oblasti matematiky matematické analyzy s oblasti fyziky rovnomémého pohybu
hmotného bodu v dvojrozmérném prostoru.

Bakalatské prace je rozdélena na matematickou a fyzikalni ¢ast. Obsahem prvni
kapitoly je vysvétleni pojmu limity funkce, nasledné je ve druhé kapitole vénovano par
okamzikt derivacim, u nichz je objasnéno, o co se vlastné jedna, jaké pro né plati pravidla
a jakymi postupy je Ize vypocitat. Ve tieti kapitole matematické Casti se prace zabyva
integraly, které se déli na integral neurcity a urcity. U neur€itého integralu se pozastavuje
nad jeho definici a zptisoby vypoctd, ale také odhaluje spojitost pravé mezi neurcitym
integralem a derivaci. Poté je zminéno néco malo 0 integralu ur¢itém vcetné popisu jeho
geometrického vyznamu. Prace déale pronikd z matematické casti do ¢asti fyzikalni, ve
které je vénovana pozornost prevazné rovnhomérné piimocarému a rovnomérné
zrychlenému pohybu. V této kapitole jsou zuzitkovany veSkeré védomosti z matematické

¢asti a uvedeny do praxe.



1. Limita funkce

Drtive, nez se budeme zabyvat samotnymi derivacemi funkci, si vysvétlime velmi
zjednoduSené pojem limita funkce. Ta je dilezitd pro popis chovani grafu funkce
v urcitych specifickych bodech, jako jsou —oo,+00 (= nevlastni body) a tzv. body
nespojitosti. Samotné tyto body nijak specifikovat nelze, a proto vyuzivame prave limitu
funkce, ktera popisuje chovani funkce v okoli daného bodu, at’ uz se jedna o bod vlastni

nebo nevlastni.

1.1 Znaéeni pojmu limita funkce
Limitu funkce f v bod¢ x, znacime:
lim f(x) = A,
X—X0
kde x — x( znamena, Ze proménna x se blizi k ur¢ité zvolené hodnoté x, a zaroven fika,

Ze se zajimame o chovani funk¢nich hodnot f(x) pro x z n&jakého okoli bodu x (pojem

okoli bodu si za chvili vysvétlime).

Obrazek 1
V tomto piipad¢ (viz Obrazek 1) se jedna o spojitou funkci a grafem je tedy
nepierusena kiivka. Limita daného bodu na grafu spojité funkce se proto rovna pravé

funk¢ni hodnot€ v daném bodé

,!il}f,f(x) = A = f(xo).



Z této uvahy vyplyva tvrzeni: Funkce f je na intervalu (a; b) spojita pravé tehdy,
kdyz Vx, € (a; b) je lim f(x) = f(x).
X-Xq

Obrdazek 2
V tomto grafu funkce (viz Obrazek 2) se jiz o spojitou funkci nejedna prave diky
jednomu bodu, ktery neni soucasti kiivky, a proto plati:

lim f(x) = B # f(x0).

el
[=]

Obrazek 3



Zde (viz Obrazek 3) je graf rozdélen na dveé samostatné Casti, proto pro x < x, Se

f(x) chova jinak nez pro x > x,. Pro A; # A, tedy vyplyva, ze lim f(x) neexistuje,
X—Xg

protoze f(x) se musi chovat pro x mensi ¢i vétsi nez x, ptiblizné stejné. Proto se v téchto

ptipadech zavadi pojem jednostrannd limita.

» Limita zleva v bod¢ x, nespojité funkce f:
lim f(x) = A4

x-xg
(¢teme: limita pro x jdouci k x, zleva se rovna hodnoté A4,),
kde se blizime od mensich hodnot k danému x,, proto ma x, jako horni index

znaménko minus.

» Limita zprava v bod¢ x, nespojité funkce f:
lim f(x) = A,

X—Xq
(¢teme: limita pro x jdouci k x, zprava se rovna hodnoté A4,),
kde se blizime naopak od vétsich hodnot k danému x,, proto ma x, jako horni

index znaménko plus.

1.2 Definice pojmu limita funkce

Necht f je funkce, necht’ x, je realné ¢islo, co nebo —oo. Piedpokladejme, Ze f je
definovana na néjakém prstencovém okoli bodu x,. Necht’ L je realné ¢islo, co nebo —oo.
Rekneme, Ze L je limita funkce f pro x jdouci k x,, jestlize pro kazdé € > 0 existuje
ngjaké § > 0 tak, aby pro vSechna x € D(f) spliujici x € Us(xy) — {xo} platilo
f(x) € Ug(L).

1.3 Priklady

vvvvv

vysledek pouhym dosazenim.
x3 33

im=>=5=79

Funkce je v bod¢ x spojita, proto jsme mohli do zadani pouze hodnotu dosadit, a limita

se tedy rovna funk¢ni hodnoté v bodé x, = 3.

9



V dal8im ptikladu si jiz s pouhym dosazenim x, do zadani nevysta¢ime jednoduse
ztoho duvodu, Ze bychom timto postupem dospéli k vysledku, kterym by byl

;o 0
nedefinovatelny vyraz o

-2

Obrazek 4

x—1 ) x—1 ) 1 1

lim— =1 =1 =
ix?—1 ad(x—1) (x+1) xodx+1 2

Zde si v§imame, ze dana funkce je v bod¢ x = 1 nespojitd. Pomoci trividlniho rozloZeni
jmenovatele miZzeme zjednodusit cely vyraz limity. Z nespojité funkce tedy vytvotime
funkci spojitou. Zavorku (x — 1) mtizeme v Citateli i jmenovateli zkratit, nebot’ z definice
limity funkce vime, Ze po¢itdnim limity funkce v bodé x, zkoumame jeji chovani v ryzim
prstencovém okoli bodu x,. Vysledkem zavorky by tedy bylo velmi malinké ¢islo, nikdy

ne 0. Nasledné jiz jen dosadime do vyrazu bod x, = 1.

10



2. Derivace

2.1 Definice pojmu derivace

Derivaci funkce ziskdme smérnici teCny. Nez se ovSem k tomuto ptipadu

dostaneme, podivame se prvné na to, jak ziskdme smérnici secny.

fla,)

Obrazek 5
Na obrazku viz vyse vidime graf kvadratické funkce f, ktery ve dvou bodech A,
a A, protiné pfimka = tzv. se¢na. Navod na zisk smérnice seCny nalezneme prave ve vyse
zminovaném obrazku pomoci pravouhlého trojuhelniku A;4,A3. Zde si miZeme
vSimnout, Ze odchylka se¢ny s vodorovnou osou je shodna s odchylkou se¢ny s ptimkou
prochazejici body A, a A3 v pravothlém trojuhelniku, ktera je zaroven kolma na svislou
osu. Pro vypocet smérnice secny tedy pouzijeme goniometrickou funkci tangens

a dostaneme:

_ flaz) = f(ay)
a= :

a; —a,

11



Obrazek 6

V tomto obrazku muzeme vidét graf kvadratické funkce f, kterou protina piimka
V jednom jediném bod¢ (A;) = tzv. teCna. Opét nam vznikne pravouhly trojuhelnik
A1A, A3, kde body A; a A, prochazi jiz zmifiovana teéna. I zde plati, Ze odchylka te¢ny
s vodorovnou osou je shodna s odchylkou, kterou svira ptimka prochazejici body A, a 4,
s pfimkou prochazejici body A, a A3v pravouhlém trojihelniku, jeZ je zaroven kolma ke
svislé ose.

Smérnici te¢ny nemlZeme urcit pomoci dvou bodu leZicich na grafu funkce,
protoze mame k dispozici jen jeden bod. Avsak zde miizeme vyuzit limitu, kterou jsme si
objasnili v predchazejici kapitole. Pracujeme tady s hodnotou b, ktera se limitn¢ blizi
k hodnoté a. Pokud pocitame limitu smérnice seen pro x jdouci k bodu x,, znamena to,
7e vytvaiime posloupnost se¢en, z nichZ bod priniku [x; f (x,)] se neméni a druhy bod
pruniku [x; f (x)] se neustale pfiblizuje k bodu prvnimu, az v limité tyto dva body priniku
secny a grafu splynou v jeden bod dotyku tecny a grafy (ve skute¢nosti nesplynou nikdy).
Znamena to tedy, ze hleddme derivaci v bod¢ a. V tomto piipad¢ ziskame jiz spravny
vyraz:

tga = lim. ) /@
b~a b—a

12



Pokud bychom chtéli vyraz vyjadfit matematicky I1épe, pouzili bychom misto
neznamych a a b (kde pocitame derivaci v bod¢ a), které se v matematice obecné pftilis
Casto nepouzivaji, hodnoty x a x, (kde pocitame derivaci v bod¢ x,). Pak tedy pro funkci

f (x) dostaneme vyraz:

_ i FX) = f(x0)
tga = lim ——————.
xX-Xxg X — X

N¢kolikrat jiz bylo zminéno, ze se snazime zjistit derivaci funkce v daném bod¢,
avsak jsme stale pouzivali goniometrickou funkci pro vypocet smérnice te¢ny. My ale uz
vime, Ze derivace je pravé smérnice teCny, mizeme ji tedy rovnou nahradit za tangens
uhlu a a ziskame definici derivace: Necht' f(x) je funkce definovana na néjakém okoli
bodu x,. Definujeme derivaci funkce f(x) v bodé x, vzorcem:

frxo) = im L2,
Rikame, e funkce f, ktera ma v bodé x, derivaci, je diferencovatelna. Je-li funkce

f Vv bodé x, diferencovatelna, je v tomto bodé spojita. Platnost piedchozi véty je tieba

také dokazat, coz snadno provedeme pomoci limit: Protoze lim w = f'(xy), plati
X—Xo —A0

téz lim [f (x) — f(xo)] = lim [(x — x0)] - f*(xo).
X—Xg X—Xg
Limita na pravé stran¢ pfedchozi rovnosti je rovna nule, proto i leva strana je

nulova, tj. xll_)r)rcl [f (x) = f(x9)] = 0, neboli ler;rcl fx) = f(x)-

2.2 Vzorce a pravidla pro poéitani derivaci

Pro pocitani derivaci vyuzivame tabulku derivaci elementarnich funkci:

Funkce Derivace funkce Podminky pro derivaci
k 0 k je konstanta
x 1 x€R
x@ ax® 1 x>0,a€R
a* a*lna xERa>0
e* e* x€ER
log, x 1 x>0,a>0a+1
xlna
In x 1 x>0
X

13



sin x cos X x€ER
cos X —sinx x€ER
T
tgx 1 x# Qk+ 1o keZ
cos? x 2
cotgx B 1 x+knk€Z
sin? x
arcsin x 1 x € (—1,1)
V1 —x2
arccos x 1 x € (—1,1)
V1 —x2
arctg x 1 x €R
1+ x2
arccotg x 1 x €ER
1+ x2

Kromé této tabulky mame jesté¢ nékolik pravidel pro pocitani derivaci s vice

funkcemi najednou. Mezi tato pravidla patfi:

> Souctové F+9)' =f+g
Souctové pravidlo je velmi jednoduché, proto si je ukdZeme velmi rychle na

jednom ptikladu:

!

3
Priklad: Vypocitejte (2% + 4x)

2, L 2x3’+(4 ),_2-3x2+4_6x2+4
5 ) T\ YT e .

Rozdilové fF-9)'=f-9

Rozdilové pravidlo je v podstaté obdobou souctového pravidla, pouze se
znaménkem minus.

Ptiklad: Vypoététe (sinx — 2x6)’

(sinx — 2x%)" = (sinx)’ — (2x%)' = cosx —2-6x°> =cosx — 12x° m

Soucinové fg)' =fg+frg
Derivaci sou¢inu bez souc¢inového pravidla bychom pocitali velice stézi. Proto
si ukazeme alespon jeden jednoduchy piiklad.
Ptiklad: Vypoé&téte (x3 sin x)’
(x3sinx)’ = (x3)'sinx + x3(sinx)’ = 3x%sinx + x3cosx =

14



> Podilové (i) _ f'gg—zfg’

Priklad: Vypoctéte (3'(%)

1 1y'
(Stgx)’ _GnVr-3grem 3w T 3tgx<(’“>2> _

Vx (Vx)? x
3 1 1 3 3 1
_ cos7x VX ~3tgx X _ cosZx VX 7% 2tex -
x x
> Derivace slozené funkce lginN]' =g'(Of
Ptiklad: Vypoctéte (cos 5x)’
(cos5x) =cos'5x-(5x)' = —sin5x-5 m

2.3 VyuZiti derivace ve fyzice

Derivaci miizeme vyuzit ve fyzice pti popisu rychlosti a zrychleni daného objektu
ze zndmé rovnice polohy.

Pokud bychom jako piiklad rovnice pro polohu objektu méli zadanou funkci
f(x) = 2x? — 6x + 4, dokdzeme z ni jednoduse pravé pomoci derivace ziskat piedpis
funkce pro rychlost pozorovaného objektu. V nasem piipadé by byla vysledkem funkce
f'(x) =4x — 6.

Jestlize by bylo po néas vyzadovano 1 dopocitani zrychleni, kterého objekt dosahl,
muzeme odpovéd’ ziskat pomoci derivace predpisu funkce pro rychlost objektu neboli
druhou derivaci ptedpisu funkce pro polohu pozorované¢ho objektu. Zapis tedy bude
vypadat v nasem piipadé f''(x) =4, coz znamend, Ze zrychleni daného objektu je
konstantni. Pomoci grafti si polohu, rychlost i zrychleni objektu ukazeme az v kapitole

4. Fyzikalni ¢ast.
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2.4 Priklady

Prvnim piikladem je zastupce jednoduché funkce, kterou Ize snadno vytesit pouze
s pomoci tabulky derivaci elementarnich funkci.

Ptiklad: Vypodtéte (4x2)’

(4x?) =4-2x'=8x =
Nyni si ten samy piiklad zkusime vypocitat podle definice.
fO) = fGr) _ | 4= 4GP x)

(4x?)' = lim =
X—Xo X — X xX-x9 X — X x-x0 X — X
4(x —x9)(x +x
= lim ( 0)( ) = lim 4(x + xy) =4(xg +x5) =8x, =
X—Xo X — X X—Xg

Postup pfi feseni derivace pomoci definice je pracnéjsi, avsak se jim dostaneme postupné
ke spravnému feseni, stejnému jako tomu bylo u pouziti tabulky. Jediny rozdil je ten, ze
vysledek ziskany definici pracuje s obecnou hodnotou v podobé x,, ve které derivaci

pocitame.

Druhym ptikladem je soucet funkci, které bychom derivovali jak podle tabulky
elementarnich funkci, tak 1 podle pravidel pro pocitani derivaci.

Ptiklad: Vypoététe (2x? + 3x — 4)’

(2x?+3x—4) =2-2x1+3-1x°-0=4x+3 =m
Opét si dany piiklad zkusime vypocitat podle definice.

(2x*+3x—4) = )}Lngow

. (2x? +3x—4) — (2x5 +3xg—4) 2x*+3x—4-2x2—-3x+4
= lim = =

X—X( x_xO x_xO
2 —xp) +3(x —x9) _ 2(x — x0)(x + xp) +3(x — xo)
- .x_.xo N x_xo -

(x —xo)[2(x + x) + 3]

— X . :2(x+x0)+3=2(x0+x0)+3=4x0+3 |
— A0

| v tomto ptipadé€ jsme se dostali ke stejnému vysledku, i kdyz pracnéjsi cestou. Znova je
zde zména pouze v oznaceni neznamé, kdy u pocitani z definice pracujeme s vypoctem

derivace v obecném bodé¢ x,.
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3. Integraly

3.1 Neurcity integral

Integrovani je velmi jednoduse feceno opakem derivovani. Pfi pocitani derivace

urcité funkce f'(x) jsme vlastné hledali te¢nu dané funkce f(x) v ndmi zvoleném bodé.

wevr

vvvvvv

x nasledujici vlastnost: smérnice teény ke grafu funkce F(x) v bodé [x; F(x)] je rovna
f(x). Funkce F(x) stouto vlastnosti ov§em neni jen jedna jedina. Tuto skuteénost si
ukézeme na ptikladu:

Pokud derivujeme funkci f(x) = x2, ziskame procesem derivace vysledek f'(x) = 2x.
Jestlize si zkusime spoéitat jesté jeden primitivni piiklad F(x) = x? + 3, dostaneme
procesem derivace Upln¢ stejny vysledek F'(x) = 2x. Zde si miZeme vSimnout
podstatného detailu, z kterého pak snadno vyvodime velmi dilezity dasledek pro ziskani
vysledkl integrovani. Jiz zminénym detailem je konstanta, kterou v nasem piipadé
zastupovalo ¢islo 3. Tu ndm proces derivace pietransformoval na 0. Diky tomuto zji§téni
muzeme usoudit, Zze vysledkem integrovani, coby opacného procesu derivovani, nebude
pouze jedna funkce F(x), nybrz celda mnozina funkci F(x)+ c liSici se praveé

o konstantu c.

3.1.1 Definice neur¢itého integralu

Znakem pro integrovani je [ dx a zapis procesu miizeme nastinit jednoduse:

ff(x)dx =F(x) +c,

pficemz musi platit podminka: x € I, kde I je tzv. otevieny interval a zaroven funkce
f (x)musi byt spojitd. Vysledkem integrovani je tedy celd mnoZzina funkci, ktera se 1isi

0 konstantu c.
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3.1.2 Vzorce a pravidla pro poc¢itani neurcitého integralu

Pokud si pfed vypoctem zkontrolujeme, zZe funkce f (x) splituje nutnou podminku

spojitosti na intervalu I, coz je interval, na kterém lezi funkce f (x), jiz chceme integrovat,

muzeme se pustit do pocitani.

Pro pocitani integrali jednoduchych, =zakladnich funkci wvyuZijeme opét

ptehlednou tabulku a nékolik pravidel.

Funkce Integral funkce Podminky
x™ x"t1 N n€Zn+—1,x € Rpro
c
n+1 n> 0’
x €ER\{0}pron<0
x x4t a € R\ Zx € (0;+)
+c
a+1
1 In|x| + ¢ x € R\ {0}
x
e* e*+c x€ER
a* a* a>0,a#+1,x€ER
—t+cC
Ina
sin x —COoS X x€R
COS X sin x x€R
tgx —In|cosx| + ¢ xER\{g+kn,kEZ}
cotgx In|sinx| + ¢ x € R\ {km, k € Z}
1 tgx + ¢ T
x€ER\|z+kmreZ
cos? x {2 }
1 —cotgx + ¢ x € R\ {km, k € 7}
sin? x
arcsin x xarcsinx ++v1—x2+¢ x€(-11)
arccos x xarccosx —y1—x%2+¢ x€(-11)
1 eER
arctg x x arctg x — Eln(x2 +1)+c x
t 1 ER
arceotg x x arccotg x + Eln(x2 +1+c x
1 arcsinx + ¢ x€(-11)
V1 —x2
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1 arccos x + ¢ x€(—11)
V1 —x?

1 arctgx + ¢ x€R
14 x?

1 arccogx + ¢ x€R
1+ x?

Mezi pravidla, ktera se hojné vyuzivaji k vypoctim integrald, patii:

» Integral souctu ¢i rozdilu funkci lze spocitat postupné — S vyuzitim

n¢kolika samostatnych integralti pro jednotlivé funkce:

Jestlize f(x) = fi(x) + f,(x) + - + fu(x), pak

[redx= [ £10)+ f200+ -+ a0 dx

jf(x)dx=ffl(x)dx+jfz(x)dx+---+jfn(x)dx.

Pro tuhle metodu si uvedeme jednoduchy piiklad.
Piiklad: Vypoététe [(x? + 2x + 8) dx

f(xz+2x+8)dx=fx2dx+f2xdx+f8dx=

3

X
=?+x2+8x+c,cER =

Konstanta, kterou nasobime ¢i délime danou funkci, miizeme naprosto bez

vycitek napsat pfed samotny integral:

fc-f(x)dx = cff(x)dx.

| tuhle jednoduchou tpravu si ukazeme na prikladu.

3
Piiklad: Vypoctéte [ %dx
4

fxgd —1f ’d —1x4+ =T tcceRr
3 x—3 X x-3 7 C—12 c,C [ ]

Metoda per partes. Pii pouziti této metody mame v zadani soucin dvou
funkei u(x) - v(x) a smyslem je vhodné zvolit, kterou funkci budeme

povazovat v mezikroku za nederivovanou a kterou za jiz derivovanou.
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Poté si jen doplnime k nederivované funkci derivovanou a k derivované

nederivovanou a postupujeme podle piedpisu:
fu(x)v’(x) dx = u(x)v(x) — f u' (x)v(x) dx.
Jednoduseji:

fuv’dx = uv—fu’vdx.

Metodu per partes mizeme v prikladech pouzivat opakované. Na vysledek
n¢kolikanasobné pouziti metody nemé zadny vliv.

Pitklad: Vypo&téte [ x sin x dx

. U=X V=-—COSX
xsmxdx=| , ;. =—xcosx — | 1(—cosx)dx =
u'=1 v =sinx
=—xcosx+fcosxdx=—xcosx+sinx+c,c€]Rl [ ]

Druhym ptikladem bude mozné na prvni pohled zvlastni zadani. Kdyz si
ovsem pozorn¢ prohlédneme tabulku integralti elementarnich funkci,
zjistime, Ze se nasledujici pifiklad mezi nimi bohuZel neobjevuje.
Skutecnost, Ze mame pracovat v piikladu pouze s jednou funkci, nas
nezastavi a soucin, ktery je nezbytny pro pouziti metody per partes, si
jednoduse vytvoiime pomoci jednicky.

Piiklad: Vypo&téte [ Inx dx

flnxdx =

=xlnx—f1dx=xlnx—x+c,c€IR{ [ ]

u=Ilnx v=x
.1

1
, =xlnx—fx-—dx=
u=; v=1 X

Substitu¢ni metoda. Metoda stoji na rozliSeni mezi vnéjsi a vnitini slozkou
pfi integraci sloZzené funkce, jestlize dokdZeme vné&j$i slozku jednoduse
integrovat. Postupujeme takto: nahradime wvnitini funkci (slozku)
substituci pomoci proménné t. To, jakym pismenem vyjadiime substitu¢ni
proménnou, je na kazdém z nas, avSak je velmi dilezité, abychom tuhle

proménnou drzeli v celém zépisu piikladu. Zapis postupu je nésledujici:
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Jestlize oznac¢ime [ f(t) dt = F(t) + ¢, pak

ff(tP(X))tp’(x) dx = Fo(x) + ¢, c € R.

Nebo jednoduseji: Po zavedeni substituce ¢(x) =t a vypotu rovnosti

diferenciali ¢’ (x) dx = dt Ize nahradit dx pomoci dt a dostaneme

ff(fp(x))tp’(x) dx = Jf(t) dt =F(t) +c,c e R

Ani tahle metoda jist¢ neni uplné samoziejma a myslim, ze se shodneme
na tom, ze si néjaky ten ptiklad urcité zaslouzi.

Piiklad: Vypoc&téte [ sin 6x dx

6x =t
= dt 1
fsin6xdx= 6dx dcit =fsint€=gfsintdt=
dx=€

1 1
:g(—cost+6) =g(—C°S6x+C)'CER "

Jist¢ se shodneme na tom, Ze piiklad viz vySe je opravdu velmi

wew s

Piiklad: Vypoctéte [ sin® x - cos x dx

sinx =t

] sin x - cosx dx = [<°%% dx d=t at| _ (cos x dx nahradime dt) =

dx =

COoS x

. t’ sin” x
= tdt=7+c= Z +c,ceER nm

Poslednim pravidlem, o kterém se tady zminime, se bude tykat vypoctu
integralu podilu dvou funkci, pfi¢emz se ve jmenovateli bude vyskytovat
danad funkce a v Citateli jeji derivovand forma. Potom takovy integral
muzeme vypocitat pomoci predpisu:
)
f(x)

dx =In|f(x)|+c,c€ER.
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(x)=t
f'(x) =dt

K vypocétu jsme si dopomohli substituci

‘, kdy jsme poté

. . dt
integrovali —na Int +c.

Je nam jasné, ze bude velmi uzite¢né si nazorn¢ ukézat i toto pravidlo.

3
Piiklad: Vypodtéte [ 2o dx

2x3d _, x3d _, 1 4x3d 1 4x3d B
T ERTT

1
= §1H|X4| +¢c€ER =

Jak je vidét, ne vzdy je v Citateli hned na prvni pohled vidét prvni derivaci
jmenovatele. Neni ovSem problém si prvni derivaci vyrobit. V tomto
ptikladu jsme si jako prvni napsali pfed samotny integral dvojku, abychom
mohli pohodIné doplnit do ¢itatele chybéjici konstantu 4, ktera v Citateli
vytvoii prvni derivaci jmenovatele, a soucasné vyraz vydélit ¢tyfmi, aby
se jednalo o ekvivalentni upravu vyrazu. Po tomto kroku jiz miZzeme bez

problému pouzit vychozi vzorec.

Piiklad: Vypoctéte [ % dx

[t =leotwaead = [ e =mie v -
=lIn|sinx|+c,c€ER =

V tomto piikladu jsme narazili na podil dvou goniometrickych funkci. Pii
vypoctu si lze pomoci substituci, ktera je soucasti vypoctu ptikladu,
a nasledné do zintegrovaného substituovaného piedpisu dosadit plivodni

neznamou. Druhou moznosti je okamzité uvédomeéni si, ze funkce cos x je

prvni derivaci funkce sin x a na zéklad¢ toho hned integrovat.

3.1.3 Vyuziti neurc¢itého integralu ve fyzice

Tak, jako jsme si u derivace ukazovali jeji vyuZziti u popisu polohy, rychlosti

a zrychleni, si ukaZeme tato vyuziti u neurcitého integralu zrovna tak. Jediny rozdil bude

ve sméru, kterym budeme pocitat jednotlivé veli¢iny.

Nasim vychozim piedpisem funkce bude piedpis pro zrychleni f(t) = 3, ze

kterého se budeme snazit vypocitat ptedpis pro rychlost a polohu pozorovaného objektu.
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Piedpis funkce pro rychlost vypocitame tedy jako integral naSeho ptedpisu
v(t) = [ f(t)dt = [ 3dt = 3t + c. Konstantu c Ize interpretovat jako rychlost v,.

Pro vyjadieni piedpisu polohy naseho objektu umime vypoditat integral integralu
predpisu funkce pro polohu objektu neboli integral predpisu funkce pro rychlost objektu.
V nasem piipadé by to tedy bylo x(t) = [(f 3dt)dt = [(3t + vy) dt = 3t% + vyt + d.
Konstantu d Ize interpretovat jako polohu x,.

Jednotlivé grafy popisujici objekt si ukdzeme az v kapitole 4. Fyzikalni ¢ast.

3.1.4 Pfiklady

Prvnim ptikladem, ktery si tady uvedeme, bude piiklad zalozeny pouze na

derivovani jednotlivych ¢lent (podle pravidel na str. 18).

3 2
Piiklad: Vypoctéte [ x+93(—x+5dx

2
x3+3x2+5 x3 3x2 5
X x x x
=jxdx+]3dx+5Jx‘zdx=x2+3x—5x—1+c=

5 5
=x*4+3x——+c,ceER =m
X

Druhym ptikladem je ptiklad integralu goniometrické funkce, kterd je umocnéna
na druhou. V tomto piikladu vyuZzijeme naSich znalosti a upravime vyraz pomoci
goniometrickych vzorci. Nasledné si jako v pfedchozim piikladu pomizeme rozdélenim
na jednotlivé integraly a spoc¢itame je postupné.

Piiklad: Vypoctéte [ tg? x dx

X sin? x 1 —cos?x 1
th xdx=j > dx=J—2dx=J > dx—fldxz
cos? x cos? x cos? x

=tgx—x+c,ceER =

Ve tfetim piikladu si ukaZeme pouziti metody per partes. V§imame si totiZ soucinu
dvou funkci, kde mizeme jednu z nich upravit pomoci derivace a druhou pomoci
integrace, coz je podstata metody per partes: cely proces provadime proto, Ze po dosazeni

do vzorce per partes dostaneme integral ze soucinu funkci, ktery dovedeme provést.
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Piiklad: Vypoctéte [ 1icl—zxdx

-1
Inx u=lInx V= In x 1 Inx 1
f—dx— =———J——dx—————+ccE]R1 m
x? u’—l ,_ 1 x x? x  x
Cx T x2

Ctvrtym piikladem je ukazka dvojiho pouziti metody per partes. Nasledn& ndm
vznikne rovnice, ze které vyjadiime hledanou hodnotu integralu.

Piiklad: Vypoctéte [ e* sinx dx

. u=sinx v=e*
fexsmxdle , |—smx e* fcosx-exdxz
u' =cosx v =e*

X

uU=cosx v=e . .
=| x =exsmx—(excosx—Jex(—smx)dx) =

u' = —sinx v =e

=e¥sinx —e*cosx — j e*sinx dx
Vznikla nam rovnice:

fexsinxdxzexsinx—excosx—fexsinxdx
2fexsinxdx=exsinx—excosx

ex
Jexsinxdx =7(sinx—cosx)+c,c ER =m

Jako posledni ptiklad si uvedeme zastupce substituce. U tohoto typu piikladu ndm
nepomuze ani rozdéleni integralu na nékolik jednodussich (vlastnost linearity
integrélového operétoru, viz str. 19), ani metoda per partes. Zstava nam tedy VyuZit tuto

vvvvvv

abychom byli schopni pfiklad vypocitat.

Piiklad: Vypoctéte [ H;mdx
f O f 2t dt zftﬂ_ldt—
1+Vx+1 _;‘“L_lz_tgt T+e o 7% Tixe “7

1
=2f1dt+2f——dt=2t+2(—1)ln|1+t|+c=
1+t

=2Vx + —21n|1+\/x+1|+c,cE]R [ |
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3.2 Uréity integral

3.2.1 Definice uréitého integralu

Cilem postupu uréitého integralu je spoéitat obsah mezi grafem funkce f(x)
a osou x na intervalu (a; b) (tj. obsah tzv. podgrafu funkce f(x)).
Podminky: f(x) = 0, spojita na (a; b)

«r b—
A= x; — x;_4, kde A ur¢ime ze vztahu A = Ta

Nasledujici vzorec pak vyjadiuje soucet obsahti obdélnicku $ifky A a vysky f(x;), viz
obr. 7.

$»= ) @ —xi0) f@D)
1

Pokud nyni existuje limita z vyrazu S, pro n jdouci do nekonec¢na (tedy A jdouci k nule),

nazveme tuto limitu uréitym integralem:

b n
[ roodx = tim > e - (- w1
p 1

ktery nazyvame Riemmanitv integrdl.

Hodnoty b a a se nazyvaji meze urcitého integralu.

Obrazek 7
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Poté pro obsah podgrafu plati predpis:

b
Ssz(x)dx.

Pro pocitani obsahu daného obrazce si uvedeme jednoduché rozdéleni.
» Pokud pocitame obsah utvaru, jehoz ptedpis funkce se pohybuje v kladnych
hodnotach na svislé ose f(x) = 0, vypocitame obsah tvaru ohranicujici body

a a b na vodorovné ose a funkce f(x) podle nasledujiciho vzorce:

o I
(x)

=

a

Obrazek 8

b
S=Jf(x)dx.

» V ptipadg, Ze se graf funkce nachazi pod vodorovnou osou f(x) < 0, obsah
tohoto utvaru, ktery ohrani¢uje opét vodorovna osa a body a a b lezici na ni

a funkce f(x), vypocitame pomoci vzorce:
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f(x)

Obrdazek 9

b
S = J(—f(x)) dx.

» V poslednim ptipadé¢ nam budou dany ttvar, jehoz obsah chceme vypocitat,
ohranicovat dvé rizné funkce. Potom bude vypocet pro obsah tohoto uvaru,
ktery tedy ohranicuji jiz zminéné dvé funkce f(x) a g(x) a na vodorovné ose

body a a b vypadat nasledovné:

f(x)
Obrdazek 10
b b

S=Jg(x)dx—jf(x)dx.

a
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My ovSem budeme pocitat ur¢ity integral pomoci tzv. Newton — Leibnizovy
formule. Nez si ale ukdzeme tento piedpis, musime zminit Lagrangeovu vétu:
Pokud existuje spojita funkce f naintervalu {a; b) a pro Vx € (a; b) existuje vlastni nebo

nevlastni derivace, pak existuje ¢ € (a; b):

oy fb) = f(a)
f'lo)= ~ b_—a

(b—a) f'(c) =f(b) - f(a)

Obrazek 11

Bod c je tedy tzv. optimalni hodnotou, kdy derivaci funkce f v bodé ¢ prochazi piimka
(tecna ke grafu funkce), ktera ma stejny smér jako piimka prochazejici krajnimi body.

Interval (a;b) mizeme rozdélit na n mensich intervald, pfi¢emZz pro kazdou ¢ast
(xx_1; x5 ) tohoto intervalu bude taktéz existovat optimalni hodnota c;. Tomuto rozdéleni
fikame déleni a znac¢ime jej D = {xg, X1, X, ..., X}, Kde pro kazdy interval zvolime
vhodnou hodnotu ¢, ktera je funkéni hodnotou funkce f(x). Tyto hodnoty c;, se nazyvaji

norma déleni a zna¢ime ji V = {c, ¢, ..., Cis - Cp}-
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Obrdzek 12
Nyni si jiz mizeme objasnit Newton — Leibnizovu formuli:
Necht’ f(x) je integrovatelna na intervalu (a; b) a necht’ F(x) je primitivni k f(x) na
intervalu (a; b) a F(x) je na tomto intervalu spojita. Potom plati Newton — Leibnizova

formule:

b
[ re ax = (PGl = FOb) - F@

Pro toto tvrzeni je nutno provést dukaz:
Prvnim ptfedpokladem je spojitost. Funkce F(x) tuto vlastnost spojitosti spliiuje
z ptedpokladu Lagrangeovy véty — funkce F(x) je spojita a v kazdém bod¢ intervalu [

existuje vlastni derivace, protoze F(x) je primitivni k funkci f(x).
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\

f(x)

Obrdazek 13

Nyni mizeme dosadit do Lagrangeovy véty:
(b-—a)-f'(c)=f(b)—f(a)
(xp = Xp—1) - F'(ex) = F(xp) — F(xx-1),
kde jsme ziskali pfedpis pro jeden obdélnicek (maly interval), neboli Lagrangeovu vétu

pro konkrétni interval.

(F(x1) = F(x)) + (F(x2) = F(x1)) + 4 (F () = F(x-1)) =

= ) Pl - (o= x0)
k=1

Zde jsme vyjadiili Lagrangeovu vétu pro cely interval (a; b). U tohoto zapisu si muzeme
vS§imnout postupného odecitani ¢lenti na levé stran¢ rovnosti (nastinéno modie u ¢lenu

F(x1)). Postupnym odecitanim ¢lent tedy dostaneme predpis:

F(n) = F(xg) = ) /(210 (i = Xic1)
k=1

Fxn) = F(xo) = ) () - (i = %)
k=1

Pro piepis na finalni upravu si vS§imame, Ze prava strana je definici Riemmanova

integralu. Tim ziskdvame Newton — Leibnizovu formuli:
b
F(b) — F(a) = ff(x) dx.
a
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3.2.2 Vztah uréitého a neurcitého integralu
Ozna¢me F (x) takovou funkci, pro kterou F'(x) = f(x) naintervalu {a; b).
Jestlize nyni existuje urcity integral f; f(x) dx, plati pro vztah mezi uréitym

integralem a funkci F (x) tzv. Newton-Leibnizova formule:

b
ff(x) dx = F(b) — F(a) = (oznatujeme)[F(x)]2.

3.2.3 Pravidla pro pocitani urc¢itého integralu
Postupy popsanymi v kapitole 3.1 najdeme primitivni funkci F(x), do které pak
na zakladé¢ Newton-Leibnizovy formule dosadime meze a,b. Vysvétleme si nékteré

vlastnosti prace s integraénimi mezemi.

» Pokud zaménime meze, dostaneme opa¢nou hodnotu.

jbf(x)dx= —faf(x)dx
a b

Pro ukazku si uvedeme jednoduchy priklad.

Priklad: Vypodtste [, 2x dx
4
]2xdx= [x?]]=4%2-12=15 =m

1

Vypoditali jsme urcity integral pro funkci f(x) = 2x pro meze od a = 1 po

b = 4. Nyni meze zaménime, vypocitime a porovname vysledky.

Piiklad: Vypoctéte [ 41 f(x)dx

1

ff(x) dx =[x%];=1>—-4*=—-15 =m
4

Vysledek urcitého integralu, u néhoz jsme zaménili meze, ndm vysel zaporny,

tzn. opacny.
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» Pokud pro meze urcitého integrdlu a a b plati a < ¢ < b, mizeme urcity

integral rozdé¢lit na dva nésledujicim zptisobem.

ff(x)dx=ff(x)dx+fbf(x)dx

Na jednoduchém ptikladu si pravidlo opét vyzkousime.

Piiklad: Vypoctéte [ 4x dx

5

J4d_x25_52 32_25—9_8
xx_23_2 2 2 ° ™

3
Nyni si ur€ity integral v mezich (3;5) rozdélime na dva v mezich (3;4)

a (4; 5). Jak je vidét, podminku splitujeme, protoze 3 < 4 < 5.

> 4 5 -’ 215
X X
f4xdx=f4xdx+f4xdx=[7l +I7l =
3 3 4 3 4
<42 32> <52 42>_16—9 25-16 _7+9 _

2 2 2 T T3

2 2

Jak je vidét, rozdéleni mezi nijak neovliviiuje vysledek.

» Pokud o funkci f(x) vime, Ze je nezaporna a spojita v intervalu (a; b), plati,

ze 1 vysledek urcitého integralu bude nezaporny.
b
f(x) =0,x€(a;b)=> Jf(x) dx >0
a

Nazornou ukazkou nam bude funkce f(x) = g v intervalu (1; 3).

Piiklad: Vypoctéte [ 13 g dx
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» Obdobou piedchoziho pravidla je i nasledujici, které fika, ze pokud mame dvé
funkce f(x) a g(x), které jsou na intervalu (a; b) spojité a zaroven plati,
ze f(x) = g(x), pak i vysledek urcitého integralu v téchto mezich tuto

vlastnost zachovava.

b b
0290 = [ fodx= [ gooax

» Dalsi pravidla vyplyvaji z vlastnosti funkce.
Pokud je funkce f(x) v intervalu {(—a; a) suda, pak plati

ff(x)dxzsz(x)dx.
~a 0

Ptikladem takové funkce je naptiklad f(x) = x? v mezich (—2; 2).

n
o
B
w

5 4 3 22 J o /

Obrazek 14
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Pokud je funkce f(x) v intervalu (—a; a) licha, pak plati

ff(x) dx = 0.

V tomto ptipadé je ptikladem liché funkce napiiklad f(x) = x* v mezich
(-1;1).

151

0.5 1

f(x) 1]

Obrdzek 15
» Metoda per partes pro urcity integral. Metodu vyuzivame uplné stejnym
zpiisobem jako pfi pocitani neurcitého integralu, jedinym rozdilem je dosazeni
znamych mezi a ziskani ¢isla jako vysledku.
b b
fu-v’dxz [u-v]’,;—fu’-vdx
a a

Pro tuto metodu si uvedeme ptiklad.

Piiklad: Vypoctéte | OT[ x sin x dx

T s
, U=X V=—COSX
xsmxdx=| f , : |= [-xcosx]§ — | —cosxdx =
u =1 v =sinx
0 0
=[x cosx]|§ + [sinx]§ = —mcosm + 0+ sinm —sin0 =

=-n(-1)+0+0-0=7 m
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» Metoda substituce pro urcity integral. Ta funguje jako metoda per partes
u ur€itého integralu velice obdobné jako integralu neur¢itého. Jen si zde
musime déavat pozor, abychom nezapomnéli pfepocitat i meze, které rozhodné
nezustanou stejné!

px) =t
o' (x)dx=dt |
x=a-t=¢(a)|

b
ff((ﬂ(x))-tp’(x) dx =
@ x=b-t=¢(b)

o (b)

= j f(®)dt = F(p(b)) — F(¢(a))

¢(a)

vvvvvv

muizeme jednoduSe udélat chybu. Proto je na misté, abychom si ji ukazali na

konkrétnim ptikladu.

Priklad: Vypottéte [* V17 + 4x dx

17+4x =t
4 4dx = dt 33
]mdx= dx=% =H\/Edt=
—2 x==-2-¢(a)=17—-4-2=9 9
x=4->¢b)=17+4-4=33

] 1) - s ) -

4

1 2 1
=Z(2\/1331-3—§-33>=E(\/399 —3%2)=+v2-3-163 =

3.2.4 Vyuziti urc€itého integralu

Kromé¢ obsahu ploch lze urcity integral pouzit 1 v dalSich geometrickych
vypoctech, naptiklad pfi ur€ovani objemu rotac¢niho télesa nebo délky kiivky. Podivejme
se na nektera z téchto vyuziti.

Jako prvni si tedy ukézeme, do jakého vzorce musime dosadit, abychom dokézali
vypocitat objem jakéhokoli télesa, které vznikne rotaci podgrafu funkce f na uzavieném

intervalu {(a; b) kolem osy x.
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asXyXy Xg X _ X b=x

Obrdazek 16

n

Vy= z ﬂ(f(xi))z (x; — x4-1)

1
Podminky: Limitnim procesem pro (x; — x;_,;) — 0 dostaneme pro f(x) =0, f(x) je

spojita funkce,
b

V= fn(f(x))zdx.

a
Vzorec Ize vysvétlit jako limitu souctu vSech objemu valct, které vzniknou v daném
intervalu, kdyz jej rozd€lime na podintervaly délky A= b_Ta (ptitom na kazdém z intervalil
nahradime funkci f (x) konstantou f (x;)). Rotaci konstanty f(x;) na intervalu {x;_4; x;)
vznikne maly vélecek o vySce A= x; — x;_,. Vyraz V, tedy pfedstavuje soucet objemt
vSech téchto dil¢ich valecku.

Ze vzorce pro obsah kruhu S = 72 snadno vydedukujeme, Ze druhou mocninu
poloméru kruhu ve vzorci pro vypocet objemu rota¢niho télesa nahrazuje druhéd mocnina
funkce f(x). Divodem je ménici se polomér pravé podle dané funkce f(x). Interval, ve

kterém pocitame objem rotacniho télesa, reprezentuje vysku tohoto télesa.
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Nyni si tedy vypocitame ptedpis pro vypocet objemu koule o poloméru r.

Obrazek 17

fG) = rz =2
Rotaci této funkce v trojrozmérném prostoru kolem osy x vznikne sférickd plocha,

a mnozina vSech bodi uvniti této sféry a na ni se nazyva koule. UrCeme objem této koule.

V= fﬂ(\/ﬂ)zdx

A jako posledni si ukdZeme, pro¢ se obsah kruhu o poloméru r pocitad prave
rovnici S = mr2. Pouzijeme tutéz funkci, se kterou jsme pracovali V pfedchozim piikladu,
pouze spocteme obsah jejiho podgrafu (polovinu obsahu kruhu) a vynasobime dvéma:

fG) =2 -«

.
S=2 j\/rz—xzdx
-r

PouZijeme metodu substituce.
X =rsint
dx =rcostdt

.
T
S=2]\/r2—x2dx= r—>sint=§ =2
-r

. T
-1 = —sInt = ——
2

Jr2 —(sint-r)2-rcostdt =

|
N INTE]
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T
2
VT2 —r2sin?t-rcostdt =2 fr\/l—sinzt-rcostdt=
T
2

T
2
zzf
Vs
2
s VA
3 z, i 2
sin 2t72
=2frzcosztdt=2r2f§(1+c052t)dt=r2[t+ > ]n—
(13 (13 2
2 2
n Siny-2 m  sin(—m) 5
_ 2|7 _(_T _ =
i PR ( 277 2 ) rr

Jako fyzikalni vyznam si uvedeme obecny vypocet urazené drahy objektu, pokud

zname jeho rychlost.
b

[ v@ e = x©1 = xb) - 2@

Pro nazornou ukazku na konkrétnim ptikladu pouzijeme piedpis funkce pro rychlost
objektu v(t) = 3t + 1, kterd je naméfena v jednotkach m - s~1, a chceme spogitat dréhu,

kterou objekt urazil od prvni po osmou vtetinu. Nas§ vypocet bude tedy vypadat:

8
32 1° [3-82 3
X(8)—X(1)=](3t+1)dt= T-l‘t = > + 8 —(§+1)=
1 1
_3:64 3 203
. 2 ‘T m ™

3.2.5 Priklady

V prvnim ptikladu si procvi¢ime metodu per partes.

Piiklad: Vypoctéte | f x3Inxdx

e X e
u=Inx v=— x41¢ 1 x*
fx3lnxdx= 1 , 43 =[lnx-Zl —f;-dez
1 u == v = 11
X
_|y x*]° 1]‘ 5 gy = |1 x* 1x4e_
= |lnx-— 7| ¥ dx nx-— 2 7] =
1 1 1
| et n1 et 1 e* 1 14 3e* +1
— - —_— e — | = ]
e =My \d s T 16



Ve druhém piikladu méme vypocitat obsah obrazce, ktery je zadany kiivkami. Pro
nazornost se miizeme podivat na graf funkci, abychom 1épe rozpoznali, kterd funkce nam

utvar ohranicuje a které funkce ndm znazoriuji meze.

fx)=x*+1
gx) =0
rn=-1

T, =2

f(x) My .

g(x)

Obrdazek 18

2

S—f(2+1)d —x3+ —23+2 <_1 1)—6'2
= | (x x=|7tx| =73 3 =6j° =m

21 -1

Ve tietim ptikladu si zkusime vypocitat ptiklad na objem télesa, jehoz zadani bude
taktéz, jako v pfedchozim ptipad¢, zadano pomoci kiivek. Téleso vznikne, pokud

nechame obrazec v rovin€ ohrani¢eny zadanymi kfivkami rotovat kolem osy X.

flx)=x
_1
g(x)—;
h(x)=0
x=2
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2.5
X
2 g(x)

0.5

hix)
fix) 1
Obrazek 19
‘ i F 2 X3 x~17?
Vznf(f(x))zdx=nf(x)2dx+nf(;> dx:n-l?l +n.l__1] =
a 0 1 0 1

@ (-2
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4. Fyzikalni cast

4.1 Pohyb ajeho vlastnosti

Vsechno kolem nés je v neustalém pohybu. Typickou a ¢asto pokladanou otazkou
je, ktery ze dvou pozorovanych objektl se hybe a ktery zlstava v klidu, poptipadé, zda
se pohybuji oba soucasné. Mizeme tedy konstatovat, ze pohyb je relativni.

Jisté vSichni zname ptiklad, kdy stoji dva vlaky vedle sebe a jeden z nich se za¢ne
rozjizdét. Pokud sedime v jednom z téchto dvou vlakid a vidime jen ten protéjsi,
nedokézeme rozhodnout, zda se rozjel prave ten, ve kterém se nachazime, ¢i ten druhy.
Naopak, pokud bychom stali na nastupisti jako externi pozorovatelé, bychom vidéli hned,
ktery vlak se rozjel.

Jako druhy piiklad bych radda uvedla vztah mezi Zemi a Sluncem ¢i ¢lovékem
stojicim na konkrétnim mist¢ na planeté¢ a Mésicem. Mnohd staleti se lidé pfteli
a presvédcovali ostatni o tom, ze stfedem vesmiru je nase planeta a i Slunce se to¢i kolem
ni. Toto tvrzeni bylo tak silnym dogmatem, Ze jiny ndzor nebyl pfipustén a lidé
s odlisSnymi nazory byli popravovani.

Z fyzikalniho hlediska mizeme pohyby d¢lit napt. podle trajektorie, porovnavat
mezi sebou a popisovat je. Touto problematikou se zabyvéa oblast fyziky zvana
Kinematika.

Ptimocary pohyb se vyznacuje svoji trajektorii tvaru pfimky. Ta mlze byt rizné
naklonéna vzhledem k dal§im objektim, ale u pfimocarého pohybu objektu je jeho
trajektorii cast ptimky.

Objekt, ktery se pohybuje, nahradime bezrozmérnym bodem, ktery se nazyva
hmotny bod. Tohoto pojmu mizeme vyuzit v ptipadech, pokud na rozmérech, hmotnosti,
¢1 tvaru télesa nezavisi dany pohyb. Podminkou je skutecnost, kdy vSechny body télesa
se pohybuji vyhradné stejnym smérem a prochazeji tutéz trajektorii. Synonymem pro

pojem hmotny bod mize byt dalsi termin ¢astice nebo termin bodovy objekt.

4.2 Poloha a posunuti

Pro vypocet délky trajektorie, kterou se dany objekt posune, potfebujeme nejprve
ucit, kde se objekt nachazel pfed posunutim. Tuto polohu budeme urcovat k tzv.
vztaznému bodu, coz v nasem ptipad¢ je nulovy, nebo také pocatecni bod souradnicové
osy (osa Xx).
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Na této ose rozpoznavame také dva sméry. Kladny a zéporny. Kladny smér je
takovy, kde se nachazeji vétsi hodnoty vzdalenosti od pocateéniho bodu. Piikladem mize
byt objekt A, ktery se nachdzi 4 m od pocatku. Naopak zdpornym smérem se rozumi
takovy, kde se nachédzeji mensi hodnoty vzdalenosti od pocate¢niho bodu. Prikladem pro
tento smer je objekt B nachazejici se -3 m od pocatku. Pro piedstavu polohy objekt A a

B poslouzi nésledujici obrazek.

B A
oo v v o0
6 5 4 3 -2-10 1 2 3 4 5 6

Obrdazek 20

V ptipadé, ze by bod A na ose vyse znazoriioval ptivodni polohu pozorovaného
objektu a bod B na téZ ose kone¢nou polohu pozorovaného objektu, miizeme vypocitat
délku trajektorie tohoto objektu pomoci vztahu:

Ax = x3 — x4
... azjistime, Ze A x = -3 —4 => A x = -7. VySla nam zaporna hodnota, coz znamena, ze
se objekt posunul v zaporném sméru. Z vysledku, ktery by byl kladny, by bylo jasné, ze
se objekt posunul v tomto piipadé v kladném sméru.

Pokud nam nezélezi na sméru posunu daného objektu, tzn., nezilezi nam na

znaménku, mluvime o velikosti posunuti | A x I. Velikost posunuti je vZdy nezaporna.

4.3 Prumérna rychlost a prumérna velikost rychlosti

Primérnd rychlost je skalarni veliCina a madme moznost ji vypocitat podle
nasledujiciho vzorce pomoci grafu nebo zadanych hodnot.
. Ax  x;—xq
vx = —_———

At t,—t,
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x (m)

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
y(t)

Obrdazek 21

Na vySe uvedeném grafu mizeme vidét zavislost drdhy na case, ze kterého
dokazeme snadno vypocitat primérnou rychlost. Jelikoz se jedna o graf funkce, je ndm
jasné, ze se budeme zabyvat pouze Casti grafu, kterd lezi v kladnych hodnotach vodorovneé
osy —t.

Vidime, Ze v ¢ase 0 s byl objekt umistén -2 m od pocatku (bod a), v ¢ase 2 s byl
objekt posunut do vzdalenosti 1 m od pocatku (bod b) a v Case 4 s byl objekt posunut do
vzdalenosti 6 m od pocate¢niho bodu (bod c). V ¢ase 0 s posun objektu zapocal, v case
4 s posun objektu skoncil. Primérna rychlost je ddna smérnici ptimky prochazejici body,
kdy posun zapocal a skon¢il.

Podle vzorecku spocitdme primérnou rychlost:

— Ax Xp—X 6—(-2 8 -
R .- W o ) R VPSS
At tr—t1 4-0 4

Dalsi veli¢inou je pramérna velikost rychlosti v. Ta je jiz skalarni veli¢ina a je
urcena celkovou dréhou, kterou urazi pozorovany objekt. Vypocitat ji miizeme pomoci
vzorce:

celkoviurazena driha

V= celkova doba pohybu -
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4.4 Okamzita rychlost

Okamzité rychlost se téz nazyva pouze rychlost a vyjadiuje danou rychlost, kterou
se urcity objekt v daném okamziku pohybuje. Tato veli¢ina je vektorova, protoze patii
mezi veli¢iny, jiz maji vlastnost udavat smer pohybu ¢astic. Znacime ji v,.

Okamzitou rychlost vypoc¢itdime pomoci vztahu:

. Ax  dx
Ve = WA dr
kde spocitame limitu tak, Ze At (= ¢asovy interval, ve kterém se objekt pohybuje) budeme
zkracovat az na 0. Pak se primérna rychlost, pro kterou plati interval od t do t + At, blizi
limitni hodnoté. V podstaté se dostaneme na limitni interval od t do t + 0 — ¢, cozZ je
dany konkrétni moment.

Definice okamzité rychlosti vyjadifena matematicky: Jedna se o smérnici tecny

ke grafu funkce x(t).

4.4.1 Velikost okamzité rychlosti

Velikost okamzité rychlosti nebo jen velikost rychlosti na rozdil od okamzité
rychlosti je jiz veli¢ina skalarni, nebot’ ndm nepodava informaci o sméru pohybu urcitého
objektu. V praxi to znamena, ze u velikosti okamzité rychlosti nam nezalezi na znaménku,
které se u okamzité rychlosti vyskytuje a je pro tuto veli¢inu velmi dilezité praveé

Z davodu uréeni sméru.

4.4.2 Pripady zavislosti pozorovaného objektu na €ase

Zavislost polohy na c¢ase je znazornéna v roviné funkei dvou proménnych.
Popisujeme vlastné ptimocary pohyb objektu na ose x. Nasledujici tfi piipady nastiniuji
nekteré mozné situace, jez mohou u okamzité rychlosti nastat. Pro lepsi predstavu jsou
zvoleny konkrétni piedpisy. Zajima nas ¢asovy interval t > 0.

Znaceni os:  x —svisla osa ... poloha (m),

t — vodorovna osa... ¢as (s)
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a) x=4t-3

x (m)

8 -7 % -5 - -3 22 40 1 2 3 4 5 6 7 8
t(s)

10

Obrdazek 22

U prvniho grafu funkce je nam hned jiz z ptedpisu jasné, ze se jedna
o linedrni funkci, kterd je rostouci. Jednoduchym vypoctem, ¢i dokonce uvahou
1ze zjistit, Ze se objekt zacal pohybovat 3 metry pfed pocatkem soufadné soustavy.
Zde je dualezité si uvédomit, Ze nds zajima jen ta Cast grafu, jiz tvoifi kladné
hodnoty ¢asu, pokud se nebavime o specialnich ptipadech, kdy davdme nékomu
naskok. Naopak pro polohu (svisla osa) Ize uvazovat 1 zdporné hodnoty.

Poloha objektu se bude imérn€ ménit v zavislosti na Case, rychlost bude

konstantni.
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b) x=3t2-2

18| x (m)

I Y LB -1\;/1 2 3 4 5 [3 7 t(s)

Obrdazek 23

U druhého grafu funkce se jedna o funkci kvadratickou, ktera je v intervalu
(0; 0), ktery nas zajima, taktéz rostouci. Poloha objektu v zavislosti na Case se
zde bude ménit kvadraticky, rychlost objektu se bude zvySovat a nikdy se nestane
konstantni.

Kdyby nés zajimal pohyb pro zaporna i kladna t, tak pfi zapornych
hodnotach t blizicich se k nule se objekt pohybuje smérem dolli po ose x, a nejdale
se dostane do polohy x, = —2, a pak se objekt zaéne pohybovat zpét so kladnych
poloh osy x.
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c) x=3

~ X {m)

@®

4 t(s)

Obrazek 24

U posledniho grafu se evidentn¢ jedna o konstantni funkci. To znamena,
Ze se objekt nachazi v tomto konkrétnim piipad€ v poloze 3 metry od startu, jez

se neméni, a tudiz se dany objekt nepohybuje (= rychlost je nulova).

Vétsinu uvah pii popisu pifimocarého pohybu Ize zobecnit na pohyb
V trojrozmérném prostoru, kde jsou rovnice popisu polohy, rychlosti a zrychleni
Vv zavislosti na Case prakticky stejné, jen vektorové. Kazdou rovnici Ize pak tudiz psat pro
kazdou soufadnici zvlast. Odtud tedy oznaceni vy, a,, coz znamena rychlost / zrychleni

objektu ve sméru osy x.

4.4.3 Priklad

Na tomto ptikladu si ukdaZzeme dva zpusoby, jak vypocitat okamzitou rychlost

daného objektu z grafu funkce.
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Ptiklad: Pohyb objektu je zndzornén grafem funkce v obr. 21. Vypocitejte okamzitou
rychlost tohoto objektu v ¢ase t = 0,7 s.

Vime, ze smérnice teény v ur€itém bod¢ ke kiivce nastinujici pohyb objektu
vyjadiuje okamzitou rychlost objektu a zndme i vzorec pro jeji vypocet, ¢imz ziskame
prvni moznost vypoctu.

Zaroven je nam znamo, zZe okamzitou rychlost mizeme vypocitat jako prvni
derivaci funkce polohy objektu x(t) podle ¢asu t. To pro nas bude druha moznost pro

vypocet feSeni.

7.4,

Hx(t)=="3/4t2+ 2t+1

/ it 0 f 2 Pt.. ¢as(s)?

Obrdazek 25

Nas prvni navrh na vypocet se tykal smérnice teCny funkce. V naSem ptipadé
mame vypocitat okamzitou rychlost objektu v bodé A, jehoz soufadnice vidime v grafu.
Pti vypoctu smérnice tecny si pomtizeme pravouhlym trojihelnikem, ktery prochdzi body
A a B. Z tohoto trojuhelniku vypocitime Ax jako Ax = 2 — 1,3 = 0,7 a At vypocitame
jako At = 0,7 — 0 = 0,7. Zbyva nam jen dosadit do vzorce:

L y Ax 0,7
v, = smeérnice teCny = A = 07 =1m/s.

Druhou variantou vypoctu je pouziti prvni derivace podle ¢asu. My mame piedpis

funkce x(t) = — z t? + 2t + 1. Podle vzorce tedy pocitame:

_dx_d(
s T ar T dt

3t2+2t+1>— 32t+2+0— 3t+2
4 4 2 '
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Prot =0,7 s:
3 7 —21+40 19

Vy = —='== =

2-10+ >0 =%=1m/s. [
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4.5 Zrychleni

Pokud fekneme, Ze se objekt ¢i dana Castice pohybuje se zrychlenim, znamena to,
ze se vektor rychlosti neboli okamzita rychlost objektu nebo ¢astice méni postupem cCasu.

Pro popis pohybu zrychleného vyuzijeme dvé veliCiny zrychleni: primérné
zrychleni @, a okamzité zrychleni a,. Jednotkou jak primérného zrychleni, tak zrychleni
okamzitého je m/s?, ale pouzivaji se i jiné, napiiklad km/h?, cm/s?, apod.

Pramérné zrychleni @, je v daném ¢asovém intervalu At vyjadieno vztahem:

Avx Va2x — Vix
At t, —t;

Okamzité zrychleni a, (nebo jenom zrychleni) vypocitame jako derivaci rychlosti
podle proménné t.
_dv,
dt

Rozdil mezi témito dvéma veli¢inami je jist¢ zjevny. Primérné zrychleni pohybu

ay

dané¢ho objektu je brano z pocatecnich a kone¢nych hodnot rychlosti a casu tohoto
pohybu. Naopak okamzité zrychleni se pta na zménu rychlosti v daném okamziku
pohybovaného objektu. Veli€¢ina primérné zrychleni miiZze v mnoha ptipadech zkreslovat
druh daného pohybu, neboli hodnota primérného zrychleni viibec nevypovida o tom, jak
se zrychleni ménilo v pribéhu pohybu daného objektu. Jako ptiklad si uvedeme pohyb

auta, které meénilo rychlost nasledujicim zptisobem:

& 20 km/h G 15 km/h g 5km/h 020 km/h&
0 5 10 15

20

t(h)

Obrdazek 26

Podle vzorecku jednoduse vypocitame pramérné zrychleni:
__ 20 km/h —20km/h
T T 20h-0n

Jestlize bychom ovSem dostali jako zéklad piikladu pouze informaci o primérném

=0 km/h>.

zrychleni, coz v naSem piipadé je 0 km/h?, mohli bychom se domnivat, Ze auto
Vv priibéhu pohybu svou rychlost viibec nezménilo. Z tohoto poznatku vyplyva, Ze o tom,
zda se jednad o rovnomé&rny piimocary zrychleny, zpomaleny ¢i nerovnomérny pohyb,

veli¢ina primérné zrychleni nerozhoduje.
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Zrychleni v daném okamziku je rovno smérnici teCny ke kfivce v, (t) Vv bodé¢,
ktery je timto okamzikem urcen. Pokud dosadime do rovnice zminéné viz vyse,

dostaneme vztah:

_dv, d (dx>_d2x
~dt  dt\dt) dt?’

ktery vyjadiuje skuteCnost, ze zrychleni hmotného bodu / objektu / ¢astice udava druha

ay

derivace polohy x podle ¢asu t.

4.5.1 Priklady
Priklad: Vypocitejte zrychleni objektu, je — li jeho pohyb vyjadien pomoci piedpisu pro
okamzitou rychlost v, (t) = 2t? + t — 2.

Podle vzorce a, = % vidime, ze zrychleni vypocitame jako prvni derivaci

okamzité rychlosti objektu podle ¢asu.
_dvy

d
_ 2 — = 2
Ay =—r=— Qt*+t—-2)=2t+1m/s [ ]

Piiklad: Vypocitejte zrychleni objektu, je — li jeho pohyb vyjadien pomoci piedpisu pro
polohu x(t) = 3t? — 2t + 4.

V tomto pfipadé se jedna o druhou derivaci podle ¢asu. My budeme derivovat

postupné.

dx d
=—=—@Bt?-2t+4)=6t—2
Uy T dt(3t t+4) =6t m/s
dv, d 5

ax—E—a(6t—2)—6m/s |

4.6 Rovhomérné zrychleny primocary pohyb

Jednoduse teceno, pokud se o né&jakém pohybu vyjadiime, ze se jedna
o rovnomérné zrychleny pfimocary pohyb, znamend to, Ze zrychleni objektu daného
pohybu je konstantni.

Jisté je nam jasné, ze 100% konstantnost zrychleni je ptitomna pouze u idedlnich
modelt. V bézném zivoté se ovsem ke konstantnosti miizeme alesponl ¢astecné priblizit
a uvést jako ptiklady rovnomérné zrychleného ptimoc¢arého pohybu nasledujici situace:

rozjizdéni vlaku, autobusu, auta, ¢i kola.
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Obecné lze fici, ze pti rovnomeérném zrychleném piimocarém pohybu je okamzité
zrychleni shodné s primérnym zrychlenim, proto plati:
Uy — Vox
t—0 '

kde vy, vyjadiuje rychlost v okamziku t = 0 (pocate¢ni rychlost) a v, znaéi rychlost

a, =a, =

Vv libovolném case.
Postupnymi Gpravami ziskame vzorec pro primérnou rychlost.
v, = Vo, + a,t
Obdobné¢ Ize vyjadtit vztah pro primérnou rychlost:

. X=X
L ar—

odkud lIze odvodit vzorec pro polohu objektu:

X = Xg + V,t.
Primérnou rychlost rovnomérmeé zrychleného piimocarého pohybu lze definovat

jako aritmeticky primé&r pocatecni v, a koncové v, rychlosti.

Uy = E (Vox + Vy)
Pokud za v, dosadime v, = vy, + a,t, ziskame:

Uy = E(U()x + Vg + Ay t) = Uy = Uy —I—Eaxt.

r— X—X r 1.4
Po dosazeni v, = t_OO ziskame:

X — Xo 1
t =U0x+§axt

X — Xg = Voit + Eaxtz.

Pokud bychom pracovali s rovnicemi v, = vy, + a,t a x — xg = Vg, t + %axtz,
ziskali bychom vylu¢ovanim urcité veli¢iny 3 vztahy:
» jako prvni vylou¢ime veli¢inu t a ziskame:
V2 =3, + 2a,(x — x¢)
» jako druhé vylou¢ime veli¢inu okamzité zrychleni a, a ziskame:
1
X—Xp= E(%x + V)t

» jako tfeti vylouc¢ime veli¢inu pocatecni rychlost objektu v, a ziskame:

1 .,
x—xozvxt—zaxt :
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4.6.1 Priklad

Ptiklad: Ridi¢ spatii policejni viiz a za¢ne rovnomérné brzdit. Na draze 88 m zpomali

z rychlosti v, (0) = 75 km/h na v, (t) = 45 km/h. UrCete:

a)

zrychleni a,, automobilu.

b) jak dlouho fidi¢ v této fazi brzdil?

c)

b)

jakou drahu urazi fidi¢ od pocatku brzdéni (tj. v€etné téch 88 m) az do uplného

zastaveni, pokud stale jede rovnomérné zpomalenym pohybem?

Vypocet a,:
Draha x — x, = 88 m = 0,088 km

Vyuzijeme rovnice:

-30
vx=v0x+axt—>45=75+axt—>ax=T
1, 1 30\
X— X9 = vxt—iaxt - 0,088 = 75t+§-(—T>-t - 0,088 = 75t — 15t =
- 0,088 =60t >t =1,4667-10"3h
-30 -30
a, = —— = —20454,545km/h =

t T 14667-103° ™
=-5681,818m/s =
Odpoveéd’: Zrychleni osobniho automobilu bylo a,, = —5 681,818 m/s.

Vypocet doby brzdéni na draze 88 m:
Vyuzijeme rovnice:

-30
vx=v0x+axt—>45=75+axt—>ax=T

1, 1/ 30\
X = Xo = Vit — o ayt —>0,088=75t+§-(—7>-t ~ 0,088 = 75¢ — 15t -

- 0,088 =60t >t =1,4667-10"2h=52799s =m
K vysledku jsme se dopocitali jiz v ramci prvni podulohy.

Odpovéd: Ridi¢ brzdil na draze 88 m po dobu t = 5,28s.

Vypocet drahy x od zac¢atku zpomalovani az do uplného zabrzdéni:
V pribéhu vypoctlt vyuzijeme vypocitanych hodnot z pfedchozich poduloh.
Vyuzijeme rovnice:

v, = Voy + Ayt > 0=75—20454545 -t >t =3,667-103h=132s
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(3,667 - 1073)?

1
X—Xg =Vt —=a,t? > 0—x,=75"3,667-1073 — 20 454,545 - >

2
- x9y=01375km =1375m =

Odpovéd: Ridi¢ urazi od pocatku brzdéni az do uplného zastaveni drahu x = 137,5 m.

4.7 Grafické integrovani pri analyze pohybu

Pro grafickou analyzu pohybu miizeme vyuzit matematickou operaci urcitého
integralu.

Urcity integral je velice podobny integralu neur¢itému. Jsou vSak mezi nimi urcité
rozdily a ty si postupné popiSeme. Podminka, kterd ovSem stale ziistava, je spojitost
funkce na intervalu I.

U neurcitého integralu jsme jako vysledek ziskali vZdy pfedpis primitivni funkce
F(x) k dané funkci f(x). U ur€itého integralu bude vysledkem ¢islo. Jak se tak stane?
U urcitého integralu mame zadané tzv. meze, ve kterych chceme integral vypocitat.
Piikladem ndm mutze byt nasledujici graf, na kterém je zaznamenana rychlost objektu
vV daném casovém intervalu.

v(t) ]

Obrdazek 27

Z tohoto grafu bychom dokazali pravé pomoci urcitého integralu hravé spocitat, jakou
drahu objekt urazil, pokud by nam byly zndmy jednotlivé hodnoty ¢asu a rychlosti.
Z fyziky jist¢ zname velmi jednoduchy vzorec pro vypocet drahy s = v - t, ktery kazdy

Z nas urcité nespocetnékrat pocital. I kdyz se to nezda, tento vzorec dokaze byt relevantni
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pouze za predpokladu, Ze se jedna o konstantni rychlost. V naSem piipadé se tak ovSem
nedgje, a proto se uchylime k jiné varianté vypoctu. Jak je nastinéno v obrazku, pomuze
nam rozdé€lit si osu t na mensi Gseky, na kterych nahradime proménnou funkci v(t)
konstantni hodnotou — pak na daném tseku dostaneme konstantni rychlost, a mizeme
uzit vzorec s = v-t. Jednotlivé hodnoty dil¢ich drah poté spolu jen secteme, a pro
dostate¢n¢ jemné dé€leni osy t se piiblizime k urceni celkové urazené drahy, coz je nasSim
cilem.

Otazkou ziistava, jakou konstantni hodnotou na daném intervalku mame funkci
v(t) nahradit. Z obdélnicka, které jsou v naSem grafu, je patrné, Ze u kazdého z nich
ziskame vzdy dvé hodnoty — maximum a minimum. Moznou hodnotu vysky daného
obdélniku tedy ziskame vypoctenim priméru (secteme tato dvé ¢isla a vydélime dvéma).
I to je divodem sestrojit vzdy co nejmensi obdélniky, pravé proto, abychom ziskali co
nejmensi rozdily mezi maximem a minimem.

Jesté bych se rada vratila k jiz zminénému vzorci pro drahu, kterou objekt urazil
s = v - t. Jestlize se pozorné podivame do grafu, kde ndm vodorovna osa znaci uplynuly
Cas a svisla osa znaci rychlost objektu, jisté si hned uvédomime, Ze pocitdnim soucinli
hodnot z vodorovné i svislé osy pro dané obdélniky, ziskame pravé jejich obsah.

Nyni si na zavér vyjadiime vztahy pro rovnomérné zrychleny ptimocary pohyb
pomoci urcitého integralu.

Jako prvni budeme vychazet ze vztahu pro okamzité zrychleni, o kterém vime, Ze
je definované vztahem a, = %. Ten Ize ptepsat do tvaru urcitého integralu:

(51
Vix — Vox = f a,dt,
to

kde v;, znaci rychlost v Case t; a vy, znaci rychlost v ase t,. Vypocitame vlastné obsah
plochy mezi kiivkou a,(t) a ¢asovym intervalem t € (ty;t;), jestlize budeme mit
k dispozici graf zavislosti okamzitého zrychleni na Case a,(t).

Identickym zplisobem si odvodime vzorec pro polohu objektu x. Vychazet
v 1x d . i ,
V tomto pfipadé¢ budeme ze vztahu v, = d—: a prepisem do tvaru urcitého integralu

ziskame vztah:
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kde x; znac¢i polohu objektu v Case t; a x, znaci polohu objektu v Case t,. V tomto
ptipadé vypocitime obsah plochy mezi kiivkou v, (t) a Casovym intervalem t € (ty; t),
pokud budeme znat graf zavislosti okamzité rychlosti na ¢ase v, (t).

Pro popis rovnomérné zrychleného piimocarého pohybu muizeme vyuzit
matematickou operaci integrovani.

Okamzitou rychlost postupnymi Upravami vyjadiime ze vztahu pro okamzité

zrychleni objektu:
dv,
A =
Jako prvni si ze vzorce vyjadiime dv,:
dv, = a,dt.

Nésledné€ obé¢ strany rovnice integrujeme a ziskame nasledujici vztah:

fdvx = faxdt.

Z teoretické ¢asti o rovnomeérne zrychleném piimocarém pohybu vime, Ze zrychleni je pii

tomto pohybu konstantni, vytkneme tedy konstantu pted integral a ziskame:

jdvx =axfdt.

Upravenim vztahu dostaneme vzorec pro okamzitou rychlost:
v, = a,t +c,
kde ¢ je integracni konstanta. Tu vypocitame jednoduSe z pocateéni podminky pro
rychlost objektu, coz znamend, Ze do vztahu dosadime ¢as t = 0s a za okamzitou
rychlost v, objektu dosadime poc¢atecni rychlost vg,.
Vox = Ax0+Cc—> vy, =c
Tedy pokud ozna¢ime v, (0) jako v,, dostaneme vztah

v,(t) =vy +a,-t.

JelikoZ je nam znamo, Ze se objekt pohybuje v ¢asovém intervalu t € (0;t),

muizeme vyuzit urcitého integralu. Vztah pak bude vypadat nasledovné:

t t

fdvx(u) = axfdu.

0 0

Jedinou zménu pocitime pii pfeznaceni promeénné za integrandem. K tomuto pieznaceni
dochdzi z toho diivodu, Ze dosazenim horni meze t do urcitého integralu se prave t stava

,Kkonstantou b*. Proto pfezna¢ime proménnou za intagrandem u.
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Zintegrovanim ziskame vztah:

[vx(u)]g = ay [u]f),

ktery rozepiSeme a ziskame finalni podobu vzorce:

vx(t) - vx(o) =Qy- (t - 0).

Stejnym principem se pokusime dopracovat ke vztahu pro polohu pohybovaného

objektu. Vychozim vztahem nam bude:

dx
Vx = oo
ktery si upravime na tvar:
dx = v,dt,

a nasledn¢ integrujeme ob¢ strany rovnice:

fdx = fvxdt.

Z predchoziho vypoctu vime, Ze ¢ = v,,, to znamena, ze vzorec v, = a,t + c lze prepsat
do tvaru v, = a,t + vy,. Pak tedy mizeme nahradit okamzitou rychlost v, V zapisu

integralu nasledujicim zpisobem:

J dx = J(axt + vg,) dt.

Vime, Ze pocatecni rychlost je konstantni, proto ji mizeme vytknout pied integral

fdxszxfdt+faxtdt.

Integraci obou stran ziskame kone¢ny vztah pro polohu x objektu pfi rovnomérné

a dostaneme vztah:

zrychleném piimocarém pohybu:
1,
X =t + 5 a,t + ¢,

kde ¢’ je i vtomto ptipadé integraéni konstantou. Vyjadfit ji lze taktéZ z pocatedni
podminky, kterou je as t = 0 s, ve kterém je poloha shodné s pocatecni polohou x = x.

Pak plati:

1
x0=v0x-0+§ax-0+c’—>x0=c’.

Tedy pokud ozna¢ime x(0) jako x,, dostaneme vztah

2
x(t) = x9 + Vo, t + a, %
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Stejné¢ jako v predchozim piipad¢ vime, Ze se objekt pohybuje v Casovém
intervalu t € (0; t), muZzeme tedy vyuzit urCitého integralu. Vztah pak bude vypadat

nasledovné:

t t
fdx(u) = f(axu + vy, du.
0 0

Vztah miizeme rozepsat nasledujicim zptisobem:
t

t t
fdx(u) = axfudu+v0xjdu,
0 0

0

kde i tentokrat zavedeme pieznaceni proménné t za integrandem na u.
Zintegrovanim ziskdme vztah
t _ 21t t
[x(W]o = ax[u]s + vox[uls,

ktery nésledné upravime do finalni podoby:

2

t
x(t) — x(0) = vo,t + a, o

4.7.1 Priklad

Ptiklad: Dany objekt se pohyboval v ¢asovém intervalu t € (0 s; 10 s).

» Sestrojte pro pohyb tohoto objektu, o kterém vime, Ze se pohyboval 2 metry od
podatku se zrychlenim a, = 2m/s? a jeho pocatecni rychlost byla vy, = 1m/s,
grafy zavislosti vSech veli¢in, které popisuji tento pohyb, na Case.

» Vypocitejte hodnoty jednotlivych veli¢in v ¢ase t = 4 s.
Jako prvni sestrojime grafy zavislosti vSech veli¢in na case.

Ze zadéani zndme hodnotu zrychleni a,, které je konstantni. Sestrojeni grafu tedy

bude velmi jednoduché.
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a ... zrychleni (m/s?)

t.. cas (s)

Obrazek 28
Dale si vypocitame piedpis funkce pro okamzitou rychlost v,. VyuZijeme zde
vzorcl odvozenych z integrace v, = a,t + ¢ a vy, = c¢. Nejdiive si musime samoziejmeé
vypocitat konstantu c. O té vime, Ze se rovna pocatecni rychlosti v, kterd ma hodnotu
Vox = 1m/s. Nyni, kdyZ zname hodnotu zrychleni a, i konstanty ¢, miZzeme napsat
ptedpis funkce pro okamzitou rychlost v, a sestrojit pro ni graf. Tim bude linearni funkce.

v(t) =2t +1

v ... rychlost (m/s)

6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14
t...cas (s)

Obrdazek 29
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Posledni graf, ktery zde mizeme sestrojit, je graf funkce pro polohu x(t)
pohybujiciho se objektu. K vypocitani piedpisu si opét dopomuzeme vzorci
X = Uyt + %axt2 + ¢’ axy = c'. Ze zadani jiz zname pocateéni rychlost vy, = 1m/s,
zrychleni a, = 2m/s? i pocateéni polohu x,, o které vime, Ze je 2 metry od po&atku,
tudiz x, = 2m. Dale vime, Zze x, = c¢’, tudiz integracni konstanta ¢’ = 2. Ted jiz
poskladame dohromady piedpis funkce pro polohu x(t) objektu. Bude se jednat

o kvadratickou funkci.

1
x(t)=t+z-2t2+2—>x(t)=t2+t+2

120
V ... rychlost (m/s)
100
80

60

40

20 I X(t)

—60 —40 —20 0 20 40 60

Obrdazek 30

Jako druhy ukol mame vypocitat hodnoty jednotlivych veli¢in v Case t = 4 s. To udélame
jednoduse, pouze pomoci dosazeni do nasich uz vyjadrenych predpist.

Prvni veli¢inou, kterou jsme se zabyvali, bylo zrychleni a,, které se v nasem
piipadé neméni, je tedy konstantni a, = 2m/s?. Zde nic poéitat nemusime.

Druhou veli¢inou byla okamzita rychlost vy, pro kterou jsme vypocitali pfedpis
v, (t) = 2t + 1. Okamzita rychlost v ¢ase t = 4 s je tedy:
1,(4s)=24+1=9m/s
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Tteti a posledni veli¢inou byla poloha x objektu, pro kterou jsme taktéz vypocitali
piedpis x(t) = t? + t + 2. Poloha objektu v ¢ase t = 4 s je tedy:
x(4s)=4°+4+2=22m =

4.8 Zrychleni volného padu

Specidlnim piipadem zrychleni je tzv. zrychleni volného padu neboli tihové
zrychleni, které zna¢ime pismenem g.

Zrychleni volného padu g je konstantni zrychleni, se kterym se pohybuje objekt
volné pustény z libovolné vysky v blizkosti povrchu Zemé. Hodnota zrychleni volného
pohybu g se mirné méni v zavislosti na zemé&pisné Sifce a nadmotské vysce. Ve stiednich
zemé&pisnych $itkach byla hodnota tihového zrychleni g stanovenana g = 9,8 m/m?2.

Veli¢inu zrychleni volného padu g pouzivame pii pocitani ptikladd pro
rovnomérné zrychleny pfimocary pohyb, pokud se bude jednat o pohyb svislym smérem
k povrchu Zemi v ptipadé, Ze zanedbame odpor vzduchu. Tento pohyb se nazyva svisly
vrh.

Rovnice pro zrychleni rovnomérné zrychleného pfimocarého pohybu a, budou
platit stejné¢ 1 pro zrychleni volného padu g. Dilezité je ovSem si zde uv€domit, jak
muzeme popsat pohyb objektu u svislého vrhu. Jednoduchym ptikladem pro nasi
predstavu ndm miuiZe byt kulicka, ktera pada volnym padem z vysky deseti metrti. Kulicka
bude mit vcase t =0s nulovou rychlost a maximalni polohu, v naSem pfipadé
x(0 s) = 10 m. Jakmile se kuli¢ka za¢ne pohybovat volnym padem, za¢ne se rychlost
kuli¢ky v, zvySovat a poloha kulicky x bude klesat. Naopak u rovnomérné zrychleného
pfimocarého pohybu jsme pocitali ptiklady, kdy se objekt pohyboval se zrychlenim a,
a rychlost se ménila tmérné poloze. Proto zavedeme dvé zmény.

» Prvni zménou je zavedeni popisu pohybu objektu na svislé ose y misto osy x.
Rychlost budeme tedy oznaCovat vy, a zrychleni dostane oznaceni a,,.

» Druhou zménou oproti rovnomérné zrychlenému piimocarému pohybu bude
vyjadieni zrychleni, které je zaporné vlivem zvolené orientace osy y. Zrychleni je
zaporné proto, ze volny pad je pohyb v opacném sméru (svisle doltt) vzhledem ke
zvolené soustavé soufadnic neboli vzhledem ke sméru rostoucich kladnych
hodnot polohy y svisle vzhtru. Plati tedy, ze okamzité zrychleni se rovna

zapornému tihovému zrychleni a,, = —g, které budeme dosazovat do vztaht pro
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pohyb objektu pravé rovnomérné zrychlené¢ho piimocarého pohybu a ziskame
nasledujici vztahy pro pohyb volného padu.

v, = gy — gt
1 .,
Y—Yo= ”0yt_igt
vi = v, —29(y — ¥o)
1
Yy — Yo = E(v(,y +v,)t

1 .,
y—y(,:vyt+§gt

4.8.1 Priklad

Priklad: Jakou rychlosti musime svisle vzhiru vyhodit micek, aby dosahl vysky
y = 50 m? Za jak dlouho po vyhozeni dopadne zpét na zem?

Vyuzijeme rovnice:

vs =v5, —29(y —yo) > 0 =v§, —2-9,81- (50 — 0) - vg, =981 m?/s* -

- vgy = 31,321 m/s =

vy = Vg, — gt > 0=31,321-981-t—>t= 3,193 s ... polovina celkové doby
celkova doba ... celk.t = 2t = 6,3856s =

Odpovédi: Pro to, aby mic¢ek dosahl vysky 50 metri, musi byt svisle vzhiiru vyhozen

rychlosti vy, = 31,321 m/s. Micek dopadne zpét na zem za t = 6,3856 s.
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Zaver

Bakalarska prace je postavena na tématech matematické analyzy, kterymi jsou
derivace, neurcity a urcity integral, a jejich vyuziti pfi popisu pohybu hmotného bodu
V dvojrozmérném prostoru.

Na zacatku prace je kladen diraz na objasnéni limity funkce, kterd je kliCovym
pojmem pro vysvétleni nasledujiciho tématu — derivace, kterou prace pokracuje spolecné
SneurCitym a uréitym integralem. VSechny tyto tfi matematické nastroje jsou po
teoretickém tivodu doplnény nékolika vypocitanymi ukdzkovymi ptiklady, jez dotvare;ji
piedstavu Ctenafe o tom, jakym zptisobem funguji. Posledni ¢ast prace dospiva k mozné
aplikaci uvedenych matematickych nastroju pii popisu pohybu rovnomérné ptimocarém
a rovnomeérné zrychleném.

Obsah prace je mozné vyuzit jako pomocny ucebni materidl pro studenty
poslednich ro¢nikt stfednich $kol/gymnazii nebo pro studenty vysokych Skol pro
rozsifeni jejich obzort v dané problematice.

Hlavnim cilem této prace bylo poukazat na mozné propojeni matematické analyzy
s predmétem fyzika v oblasti zabyvajici se pfimocarym pohybem hmotného bodu
V dvojrozmérném prostoru.

Pevné véfim, ze se mné stanoveny cil splnit podafilo. Vyuziti ndstroji
matematické analyzy je Cetné, je mozné ji sparovat s nékolika riznymi ptirodovédeckymi
obory, jako je naptiklad fyzikalni chemie.

Pfirozenym rozs§ifenim mé prace v moznych aplikacich derivaci a integralt by
bylo pouziti vétSiny pojmu pro popis pohybu hmotného bodu v prostoru tfirozmérném,
k ¢emuz by bylo potieba objasnit dalsi pojmy charakterizujici pohyb v tomto prostoru,

kterymi jsou vektory a kiivky v prostoru, které 1ze popsat jako grafy vektorovych funkei.
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